
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî

ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï.

11 êëàññ

Çàäà÷à 1. Â Êóð÷àòîâñêîé øêîëå çà êàæäîé ïàðòîé ñèäèò ðîâíî 2 ÷åëîâåêà.
Èçâåñòíî, ÷òî ðîâíî ó 70% ìàëü÷èêîâ ñîñåä ïî ïàðòå � ìàëü÷èê, à ðîâíî ó 40%
äåâî÷åê � äåâî÷êà. Âî ñêîëüêî ðàç ìàëü÷èêîâ áîëüøå ÷åì äåâî÷åê?

Îòâåò: â 2 ðàçà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ x, à äåâî÷åê � y. Çàìåòèì, ÷òî 30%
ìàëü÷èêîâ ñèäèò çà ïàðòàìè ñ äåâî÷êàìè è 60% äåâî÷åê ñèäÿò çà ïàðòàìè
ñ ìàëü÷èêàìè. Òàê êàê çà êàæäîé ïàðòîé ñèäèò ðîâíî 2 ÷åëîâåêà, òî 0,3x = 0,6y,
îòêóäà x = 2y. Òàêèì îáðàçîì, ìàëü÷èêîâ â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì äåâî÷åê.

Êðèòåðèè

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

2 á. Ïðèâåäåí ÷àñòíûé ñëó÷àé.

1 á. Òîëüêî âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà
îò 1 äî 20 â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà òàê, ÷òîáû îáà öâåòà âñòðå÷àëèñü è ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ êðàñíûõ ÷èñåë áûëî âçàèìíî ïðîñòî ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñèíèõ
÷èñåë.

Îòâåò: 26 − 2 = 62 ñïîñîáà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷¼òíûå ÷èñëà äîëæíû áûòü îäíîãî öâåòà. Òàê êàê
ñðåäè íèõ ñîäåðæàòñÿ ÷èñëà 6, 10 è 14, òî ÷èñëà, êðàòíûå 3, 5 è 7 äîëæíû
áûòü òîãî æå öâåòà. Îñòàëèñü ÷èñëà 1, 11, 13, 17 è 19. Çàìåòèì, ÷òî èõ ìîæíî
ðàñïðåäåëèòü êàê óãîäíî ïî äâóì öâåòàì. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü 6 ãðóïï,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ëþáîãî öâåòà, ò. å. âñåãî 26 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè.
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Çàìåòèì, ÷òî èç íèõ íå ïîäõîäÿò 2 âàðèàíòà, â êîòîðûõ âñå ÷èñëà îäíîãî öâåòà.
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 26 − 2 = 62 ñïîñîáà.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

3 á. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷¼òíûå ÷èñëà, à òàêæå ÷èñëà, êðàòíûå 3, 5 è 7, äîëæíû áûòü
îäíîãî öâåòà.

1 á. Åñòü âåðíûé îòâåò.

Çà ñëåäóþùèå îøèáêè âî â öåëîì âåðíîì ðåøåíèè ñíèæàþòñÿ áàëëû:

−1 á. Íå ó÷òåíî, ÷òî îáà öâåòà äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ.

−2 á. Íå ó÷òåíî, ÷òî îáà öâåòà äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ, è íå ó÷òåíî, ÷òî �1� íå âçà-
èìíî ïðîñòîå ÷èñëî.

−2 á. Íå ó÷òåíà àëüòåðíàòèâíàÿ ðàñêðàñêà, ò.å. âîçìîæíû äâå ïàðû ãðóïï: 1 ãðóïïà
- êðàñíàÿ, 2 ãðóïïà - ñèíÿÿ è 1 ãðóïïà - ñèíÿÿ, 2 ãðóïïà - êðàñíàÿ.

−1 á. Ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîöâåòíûõ ãðóïï ïðîïóùåíî ÷èñëî 1 èëè îäíî èç ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 10. Åñëè óïóùåíî áîëüøå îäíîöâåòíûõ ãðóïï, ðåøåíèå
íå ñ÷èòàåòñÿ â öåëîì âåðíûì.

−3 á. Íå ó÷òåíî, ÷òî îáà öâåòà äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ, è íå ó÷òåíà àëüòåðíàòèâíàÿ
ðàñêðàñêà.

Çàäà÷à 3. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , 2003, 2011, 2017, ò. å. âñå ïðî-
ñòûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 2020. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî çàìåíèòü äâà
÷èñëà a, b íà ìàêñèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

√
a2 − ab+ b2. Ïî-

ñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèé íà äîñêå îñòàëîñü îäíî ÷èñëî. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå îíî ìîæåò ïðèíèìàòü?

Îòâåò: Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî 2011.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè a < b, òî a <
√
a2 − ab+ b2 < b. Äåéñòâèòåëüíî,

a2 < a2 − ab+ b2, òàê êàê ab < b2 è a2 − ab+ b2 < b2, òàê êàê a2 < ab.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 2017 èëè êàêîå-òî áîëüøåå íåãî íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïî-
ñëå êàêîé-òî îïåðàöèè. Íî ïîñëåäíåå ÷èñëî ïîÿâèëîñü ïîñëå êàêîé-òî îïåðàöèè,
ïîýòîìó îíî íå áîëüøå 2011.

Îòëîæèì ÷èñëî 2017 è áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ ê äâóì íàèáîëüøèì îñòàâ-
øèìñÿ ÷èñëàì x è y, ãäå x < y. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê x è y � ýòî äâà ñîñåäíèõ
ïðîñòûõ ÷èñëà, òî íàèáîëüøåå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

√
x2 − xy + y2 � ýòî

x. Òàêèì îáðàçîì, ìû êàæäûé ðàç áóäåì îòêèäûâàòü ñàìîå áîëüøîå èç íàøèõ
÷èñåë, ïîêà íà äîñêå íå îñòàíóòñÿ ÷èñëà 2 è 2017.
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Òåïåðü ïðèìåíèì îïåðàöèþ ê ÷èñëàì 2 è 2017. Çàìåòèì, ÷òî 20172−2·2017+22 >
20112, ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè íà äîñêå îêàæåòñÿ ÷èñëî 2011.

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòâî a <
√
a2 − ab+ b2 < b ïðè a < b ìîæíî äîêàçàòü ãåî-

ìåòðè÷åñêè. Äåëî â òîì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a è b è óãëîì 60◦

ìåæäó íèìè äëèíà òðåòüåé ñòîðîíû ðàâíà êàê ðàç
√
a2 − ab+ b2. À òàê êàê

óãîë 60◦ âñåãäà ñðåäíèé ïî âåëè÷èíå â ñâîåì òðåóãîëüíèêå, òî è ëåæàùàÿ íà-
ïðîòèâ íåãî ñòîðîíà òàêæå ñðåäíÿÿ ïî âåëè÷èíå.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

3 á. Ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷èòü 2011, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåëüçÿ ïîëó÷èòü áîëüøåå
÷èñëî.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî, áîëüøåå 2011, ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü SABCD � ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ñ îñíîâà-
íèåì ABCD. Íà îòðåçêå AC íàøëàñü òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî SM =MB è ïëîñêî-
ñòè SBM è SAB ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå îòíîøåíèå AM : AC.

Îòâåò: 3 : 4.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì öåíòð îñíîâàíèÿ ABCD çà O. Òîãäà SO ⊥ AC è BD ⊥
AC, îòêóäà SB ⊥ AC. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-
êó SB (ýòî ïëîñêîñòü, îáîçíà÷èì å¼ çà α) ïàðàëëåëåí AC. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èç SM =MB ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà M ëåæèò â α. Òîãäà è âñÿ ïðÿìàÿ AC äîëæíà
ñîäåðæàòüñÿ â α. Îòñþäà ïîëó÷àåì SO = OB.

Ñåðåäèíó SB îáîçíà÷èì çà R. Çàìåòèì, ÷òî RM ëåæèò ñðàçó â äâóõ ïëîñêîñòÿõ,
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ SAB � α è SMB. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî RM è ñàì ïåðïåíäè-
êóëÿðåí ïëîñêîñòè SAB, à òàêæå îòðåçêó RA.

Ïðèìåì äëèíó OS = OA = OB = OC = OD çà 1. Òîãäà OR ÿâëÿåòñÿ ìåäèà-
íîé â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå SOB; òàê êàê êàòåòû ýòîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíû ïî 1, èìååì OR = 1/

√
2.

𝐴𝐶

𝑅

𝑀 𝑂

1
√2

1

Ðèñ. 1: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4
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Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñå÷åíèå òåòðàýäðà ïëîñêîñòüþ α (ðèñ. 1). Òðåóãîëüíèê
MRA ïðÿìîóãîëüíûé, ïðè÷¼ì RO â í¼ì � âûñîòà ê ãèïîòåíóçå. Èìååì RO2 =
MO · AO, òî åñòü (1/

√
2)2 = MO · 1, îòêóäà MO = 1/2. Ïîëó÷àåì AM = 3/2 è

AM : AC = 3 : 4.

Êðèòåðèè

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

5 á. Ðåøåíèå ñ âåðíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè è äîêàçàòåëüñòâàìè, íî
ñ âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêîé â êîíöå ðåøåíèÿ.

5 á. Ïðèâåäåíî â öåëîì âåðíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå ñ âåðíûì îòâåòîì, â êî-
òîðîì äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà ðåáåð ïèðàìèäû ñîäåðæèò íåòî÷íîñòè.

3 á. Ïðèâåäåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå ñ âåðíûì îòâåòîì, â êîòîðîì ðàâåíñòâî
ðåáåð ïèðàìèäû èñïîëüçóåòñÿ, íî íå äîêàçûâàåòñÿ.

6 á. Ïðèâåäåíî â öåëîì âåðíîå êîîðäèíàòíî-âåêòîðíîå ðåøåíèå ñ íåâåðíûì îòâå-
òîì èç-çà íåñóùåñòâåííîé àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè íà ïîñëåäíåì ýòàïå âû-
÷èñëåíèé.

3 á. Ïðèâåäåíî èäåéíî âåðíîå êîîðäèíàòíî-âåêòîðíîå ðåøåíèå ñ íåâåðíûì îòâå-
òîì èç-çà âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè â íà÷àëå èëè ñåðåäèíå ðåøåíèÿ.

1 á. Äîêàçàíî, ÷òî âûñîòà, îïóùåííàÿ èç òî÷êè M â òðåóãîëüíèê SBM íà BS,
ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïëîñêîñòè ABS, íî â îñòàëüíîì ðåøåíèå íåâåð-
íîå.

3 á. Äîêàçàíî, ÷òî âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà ïîëîâèíå äèàãîíàëè îñíîâàíèÿ ïèðà-
ìèäû, íî â îñòàëüíîì ðåøåíèå íåâåðíîå.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî âñå ðåáðà ïèðàìèäû ðàâíû, íî â îñòàëüíîì ðåøåíèå íåâåðíîå,
ëèáî ïðîäâèæåíèå íåñóùåñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî áîêîâîå ðåáðî ïèðàìèäû ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêðåùèâàþ-
ùåéñÿ ñ íèì äèàãîíàëè, ñ÷èòàåòñÿ î÷åâèäíûì; çà îòñóòñòâèå åãî äîêàçàòåëüñòâà
áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íàòóðàëüíîì n > 2 ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàç-
áèòü íà äâà ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â ìíîæåñòâàõ îòëè÷àëèñü
íå áîëåå ÷åì â n−1

n−2 ðàç.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà ïðè n = 3, 4, 5.
Ïðè n = 3 ðàçîáü¼ì íà ìíîæåñòâà {1, 2} è {3}, îòíîøåíèå ðàâíî 3

2 , ÷òî ìåíüøå
2
1 .
Ïðè n = 4 ðàçîáü¼ì íà ìíîæåñòâà {1, 2, 3} è {4}. Îòíîøåíèå áóäåò 6

4 , ÷òî êàê
ðàç ðàâíî 3

2 .
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Ïðè n = 5 ðàçîáü¼ì íà ìíîæåñòâà {1, 2, 5} è {3, 4}. Îòíîøåíèå ðàâíî 12
10 , ÷òî

ìåíüøå 4
3 .

Ïåðåõîä èíäóêöèè îò n ê n+2 ïðè n > 4. Ïóñòü ó íàñ åñòü ðàçáèåíèå ÷èñåë îò 1
äî n, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ. Äîáàâèì â ìíîæåñòâî ñ ìåíüøèì ïðîèçâåäå-
íèåì P1 ÷èñëî n + 2, à â ìíîæåñòâî ñ á�îëüøèì ïðîèçâåäåíèåì P2 ÷èñëî n + 1.
Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì â n+2−1

n+2−2 = n+1
n ðàç. Òàê

êàê P1 6 P2, òî
P1 · (n+ 2)

P2 · (n+ 1)
6
n+ 2

n+ 1
<
n+ 1

n
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê P2 6 P1
(n−1)
n−2 , òî

P2 · (n+ 1)

P1 · (n+ 2)
6

(n− 1)(n+ 1)

(n− 2)(n+ 2)
=
n2 − 1

n2 − 4
= 1 +

3

n2 − 4
.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî íå áîëüøå n+1
n = 1 + 1

n . Ýòî ðàâíîñèëüíî

3

n2 − 4
6

1

n
⇔ 3n 6 n2 − 4 ⇔

⇔ 0 6 n2 − 3n− 4 ⇔ 0 6 (n− 4)(n+ 1) ,

÷òî âåðíî ïðè n > 4. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä äîêàçàí.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

5 á. Â öåëîì âåðíîå ðåøåíèå, íî â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå íå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

äëÿ P1 6 P2 áóäåò âåðíî
P1(n+2)
P2(n+1) <

n+1
n (òî åñòü èç äâóõ íåðàâåíñòâ äîêàçàíî

¾ñëîæíîå¿).

2 á. Åñòü èäåÿ øàãà ÷åðåç 2 ñ äîìíîæåíèåì ìåíüøåãî ïðîèçâåäåíèÿ íà áîëüøåå
÷èñëî, à áîëüøåãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ìåíüøåå ÷èñëî.

0 á. Ïðèâåäåíû ïîäõîäÿùèå ðàçáèåíèÿ äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé
n.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë an è bn, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè;

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An =
1

a1
+

1

a2
+ . . . +

1

an
è Bn =

1

b1
+

1

b2
+ . . . +

1

bn
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò;
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• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Cn =
1

max(a1, b1)
+

1

max(a2, b2)
+ . . . +

1

max(an, bn)
îãðàíè÷åíà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ck = 2k. ßñíî, ÷òî âñå ñóììû

Cn =
1

c1
+

1

c2
+ . . .+

1

cn

îãðàíè÷åíû. Áóäåì ñòðîèòü èñõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn òàê, ÷òîáû
max(an, bn) = cn. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçîáü¼ì íàòóðàëüíûé ðÿä íà îòðåçêè ïîä-
ðÿä èäóùèõ ÷èñåë òàê, ÷òî åñëè îòðåçîê íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà k, òî åãî äëèíà
ðàâíà ck. Ïîñëå ýòîãî ðàñêðàñèì âñå ýòè îòðåçêè ïîî÷åðåäíî â êðàñíûé è ñèíèé
öâåòà.

Òåïåðü çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè n � êðàñíîå ÷èñëî, òî ïîëîæèì an ðàâíûì ÷èñëó cn;

• åñëè n � ñèíåå ÷èñëî, òî ïîëîæèì an ðàâíûì ck, ãäå k � ïåðâîå ÷èñëî
îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî n.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn çàäàäèì àíàëîãè÷íî, íî èíâåðòèðóÿ öâåòà:

• åñëè n � ñèíåå ÷èñëî, òî ïîëîæèì bn ðàâíûì ÷èñëó cn;

• åñëè n � êðàñíîå ÷èñëî, òî ïîëîæèì bn ðàâíûì ck, ãäå k � ïåðâîå ÷èñëî
îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî n.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñèíåãî îòðåçêà ñóììà îáðàòíûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè an íà í¼ì ðàâíà 1, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì 1

a1
+ 1

a2
+. . .+ 1

an

íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn ñóììà îáðàòíûõ
çíà÷åíèé íà êàæäîì êðàñíîì îòðåçêå ðàâíà 1, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì
1
b1

+ 1
b2

+ . . .+ 1
bn

íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Ïðåäúÿâëåíû ïîäõîäÿùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî íå äîêàçàíî, ïî÷åìó îíè
ïîäõîäÿò.
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