
11.1/1. Ìàññèâíàÿ ïëàòôîðìà äëèíîé L = 9 ì ðàçãîíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ãîðèçîíòàëüíûì óñêîðåíèåì
a = 0, 5 ì/ñ2. Ñ çàäíåãî êðàÿ ïëàòôîðìû áüþò ïî ìÿ÷ó. Ñïóñòÿ âðåìÿ τ = 2 ñ ìÿ÷ ïàäàåò íà ïåðåäíèé
êðàé. Íàéäèòå íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü V0 ìÿ÷à îòíîñèòåëüíî ïëàòôîðìû. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g = 10 ì/ñ2, âåêòîðû −→a è −→

V0 ëåæàò â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå
ó÷èòûâàéòå. Îòâåò âûðàçèòå â ì/ñ è îêðóãëèòå äî äåñÿòûõ.
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Âîçìîæíîå ðåøåíèå

g
→

0
V
→

a
→
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x

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìÿ÷à â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ ïëàòôîðìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç −→w óñêîðåíèå
ìÿ÷à â ýòîé ñèñòåìå. Ïî çàêîíó ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé:

−→g = −→a +−→w → −→w = −→g −−→a

Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òîé òî÷êå ïëàòôîðìû, èç êîòîðîé ìÿ÷ íà÷àë äâèãàòüñÿ. Îñü x íàïðàâèì
âäîëü âåêòîðà−→a , îñü y � âåðòèêàëüíî ââåðõ. Çàâèñèìîñòü ðàäèóñ-âåêòîðà ìÿ÷à îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ
îáû÷íîé ôîðìóëîé äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ:

−→r = −→
V0 t +

−→w t2

2
= −→

V0 t +
(−→g −−→a ) t2

2

Â ïðîåêöèÿõ íà êîîðäèíàòíûå îñè:
x = V0 cosα · t− a t2

2

y = V0 sinα · t− g t2

2
Â ìîìåíò âðåìåíè t = τ èìååì: x = L , y = 0 . Ïîëó÷àåì:

L = V0 cosα · τ − a τ2

2
→ V0 cosα =

2L + a τ2

2 τ

0 = V0 sinα · τ − g τ2

2
→ V0 sinα =

g τ

2
Âîçâîäÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ èõ, íàõîäèì V0 :

V0 =
1
2τ

√
( g τ2 )2 + ( 2L + a τ2 )2
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Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

V0 =
1
4

√
402 + 202 = 5

√
5 = 11, 2 ì/ñ

Îòâåò:
V0 =

1
2τ

√
( g τ2 )2 + ( 2L + a τ2 )2 = 11, 2 ì/ñ
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11.1/2. Ìàññèâíàÿ ïëàòôîðìà äëèíîé L = 13 ì ðàçãîíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ãîðèçîíòàëüíûì óñêîðåíèåì
a = 0, 25 ì/ñ2. Ñ ïåðåäíåãî êðàÿ ïëàòôîðìû áüþò ïî ìÿ÷ó. Ñïóñòÿ âðåìÿ τ = 2 ñ ìÿ÷ ïàäàåò
íà çàäíèé êðàé. Íàéäèòå, ïîä êàêèì óãëîì α ê ãîðèçîíòó áûëà íàïðàâëåíà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü −→V0

ìÿ÷à îòíîñèòåëüíî ïëàòôîðìû. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì/ñ2, âåêòîðû −→a è −→V0 ëåæàò â
îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàéòå. Îòâåò âûðàçèòå â ãðàäóñàõ è
îêðóãëèòå äî öåëîãî çíà÷åíèÿ.
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Âîçìîæíîå ðåøåíèå
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Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìÿ÷à â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ ïëàòôîðìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç −→w óñêîðåíèå
ìÿ÷à â ýòîé ñèñòåìå. Ïî çàêîíó ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé:

−→g = −→a +−→w → −→w = −→g −−→a
Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òîé òî÷êå ïëàòôîðìû, èç êîòîðîé ìÿ÷ íà÷àë äâèãàòüñÿ. Îñü x íàïðàâèì
ïðîòèâ âåêòîðà−→a , îñü y � âåðòèêàëüíî ââåðõ. Çàâèñèìîñòü ðàäèóñ-âåêòîðà ìÿ÷à îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ
îáû÷íîé ôîðìóëîé äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ:

−→r = −→
V0 t +

−→w t2

2
= −→

V0 t +
(−→g −−→a ) t2

2

Â ïðîåêöèÿõ íà êîîðäèíàòíûå îñè:
x = V0 cosα · t +

a t2

2

y = V0 sinα · t− g t2

2
Â ìîìåíò âðåìåíè t = τ èìååì: x = L , y = 0 . Ïîëó÷àåì:

L = V0 cosα · τ +
a τ2

2
→ V0 cosα =

2L− a τ2

2 τ

0 = V0 sinα · τ − g τ2

2
→ V0 sinα =

g τ

2
Ïîäåëèâ ïîëó÷èâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ äðóã íà äðóãà, íàõîäèì óãîë α :

tgα =
g τ2

2L− a τ2
→ α = arctg

(
g τ2

2L− a τ2

)
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Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:
α = arctg 40

25
= arctg 8

5
= 58◦

Îòâåò:
α = arctg

(
g τ2

2L− a τ2

)
= 58◦
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11.2/1. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæàò áðóñêè 1 è 2, ñîåäèí¼ííûå íåâåñîìîé íåäåôîðìèðîâàííîé
ïðóæèíîé æ¼ñòêîñòüþ k = 90 í/ì . Ìàññû áðóñêîâ m1 = 0, 15 êã è m2 = 0, 4 êã. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ áðóñêîâ ïî ñòîëó µ = 0, 3 . Êîðîòêèì óäàðîì áðóñêó 1 ñîîáùàþò ñêîðîñòü, íàïðàâëåííóþ
âäîëü ïðóæèíû ê áðóñêó 2. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå V0 ýòîé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîì áðóñîê 2
îñòàíåòñÿ íåïîäâèæíûì. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì/ñ2 . Îòâåò âûðàçèòå â ì/c è îêðóãëèòå
äî ñîòûõ.

g
→

0
V
→

1
m

2
m

Âîçìîæíîå ðåøåíèå
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðè äâèæåíèè áðóñêà 1 áðóñîê 2 îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíûì. Ïóñòü áðóñîê 1
ñìåñòèëñÿ âïðàâî íà ðàññòîÿíèå x . Ïðè ýòîì ñæàòèå ïðóæèíû òàêæå ðàâíî x . Íà áðóñîê 2 äåéñòâóåò
ñèëà óïðóãîñòè k x è ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ Fò . Òàê êàê áðóñîê 2 íåïîäâèæåí, òî

k x = Fò

Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íå ïðåâîñõîäèò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ:

Fò ≤ µm2g

Îòñþäà ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà x :
k x ≤ µm2g

Ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è ïðè ìàêñèìàëüíîì ñæàòèè ïðóæèíû xm :

k xm ≤ µm2g → xm ≤ µm2g

k

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñâÿçàòü xm ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ V0 , çàïèøåì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè äëÿ áðóñêà
1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ìàêñèìàëüíîì ñæàòèè ïðóæèíû áðóñîê 1 îñòàíàâëèâàåòñÿ, èìååì:

k x2
m

2
− m1V

2
0

2
= −µ m1g xm
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Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïðèðàùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè áðóñêà 1, â ïðàâîé ÷àñòè � ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ. Âûðàçèì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ V 2

0 :

m1V
2
0

2
=

k x2
m

2
+ µm1g xm =

xm

2
( k xm + 2µm1g ) → V 2

0 =
xm

m1
( k xm + 2µm1g )

Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå âûøå îãðàíè÷åíèå íà xm , ïîëó÷àåì:

V 2
0 ≤

µ m2g

k m1
( µm2g + 2µm1g ) → V 2

0 ≤
(µg)2 m2

k

(
m2

m1
+ 2

)
→ V0 ≤ µg

√
m2

k

(
m2

m1
+ 2

)

Êàê âèäíî, çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðûõ áðóñîê 2 îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíûì, îãðàíè÷åíû
ñâåðõó. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå V0 ðàâíî:

V0 = µg

√
m2

k

(
m2

m1
+ 2

)

Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

V0 = 3

√
0, 4
90

(
0, 4
0, 15

+ 2
)

=

√
0, 04

(
40
15

+ 2
)

= 0, 2
√

14
3

= 0, 43 ì/ñ

Îòâåò:
V0 = µg

√
m2

k

(
m2

m1
+ 2

)
= 0, 43 ì/ñ
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11.2/2. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæàò áðóñêè 1 è 2, ñîåäèí¼ííûå íåâåñîìîé íåäåôîðìèðîâàííîé
ïðóæèíîé æ¼ñòêîñòüþ k = 60 í/ì . Ìàññû áðóñêîâ m1 = 0, 2 êã è m2 = 0, 35 êã. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ áðóñêîâ ïî ñòîëó µ = 0, 4 . Êîðîòêèì óäàðîì áðóñêó 2 ñîîáùàþò ñêîðîñòü, íàïðàâëåííóþ
âäîëü ïðóæèíû îò áðóñêà 1. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå V0 ýòîé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîì áðóñîê 1
íà÷í¼ò äâèãàòüñÿ. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì/ñ2 . Îòâåò âûðàçèòå â ì/c è îêðóãëèòå äî
ñîòûõ.

g
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→

1
m

2
m

Âîçìîæíîå ðåøåíèå
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðè äâèæåíèè áðóñêà 2 áðóñîê 1 îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíûì. Ïóñòü áðóñîê 2
ñìåñòèëñÿ âïðàâî íà ðàññòîÿíèå x . Ïðè ýòîì óäëèíåíèå ïðóæèíû òàêæå ðàâíî x . Íà áðóñîê 1 äåéñòâóåò
ñèëà óïðóãîñòè k x è ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ Fò . Òàê êàê áðóñîê 1 íåïîäâèæåí, òî

k x = Fò
Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íå ïðåâîñõîäèò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ:

Fò ≤ µm1g

Îòñþäà ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà x :
k x ≤ µm1g

Ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è ïðè ìàêñèìàëüíîì óäëèíåíèè ïðóæèíû xm :

k xm ≤ µm1g → xm ≤ µm1g

k

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñâÿçàòü xm ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ V0 , çàïèøåì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè äëÿ áðóñêà
2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ìàêñèìàëüíîì óäëèíåíèè ïðóæèíû áðóñîê 2 îñòàíàâëèâàåòñÿ, èìååì:

k x2
m

2
− m2V

2
0

2
= −µ m2g xm

Â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïðèðàùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè áðóñêà 2, â ïðàâîé ÷àñòè � ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ. Âûðàçèì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ V 2

0 :

m2V
2
0

2
=

k x2
m

2
+ µm2g xm =

xm

2
( k xm + 2µm2g ) → V 2

0 =
xm

m2
( k xm + 2µm2g )
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Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå âûøå îãðàíè÷åíèå íà xm , ïîëó÷àåì:

V 2
0 ≤

µ m1g

k m2
( µm1g + 2µm2g ) → V 2

0 ≤
(µg)2 m1

k

(
m1

m2
+ 2

)
→ V0 ≤ µg

√
m1

k

(
m1

m2
+ 2

)

Êàê âèäíî, çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðûõ áðóñîê 1 îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíûì, îãðàíè÷åíû
ñâåðõó. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå V0 , ïðè êîòîðîì áðóñîê 1 íà÷í¼ò äâèãàòüñÿ, îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâîé ÷àñòüþ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà:

V0 = µg

√
m1

k

(
m1

m2
+ 2

)

Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

V0 = 4

√
0, 2
60

(
0, 2
0, 35

+ 2
)

= 4

√
0, 01

3

(
4
7

+ 2
)

= 0, 4
√

1
3
· 18

7
= 0, 4

√
6
7

= 0, 37 ì/ñ

Îòâåò:
V0 = µg

√
m1

k

(
m1

m2
+ 2

)
= 0, 37 ì/ñ
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11.3/1. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç áàòàðåè ñ ýäñ ε = 8 Â , èäåàëüíîãî âîëüòìåòðà, ÷åòûð¼õ
îäèíàêîâûõ ñîïðîòèâëåíèé R è ïåðåìåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ xR . Ìíîæèòåëü x ïîäîáðàí òàê, ÷òî
òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ íà ñîïðîòèâëåíèè xR , ìàêñèìàëüíà. Íàéäèòå íàïðÿæåíèå V , êîòîðîå
â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçûâàåò âîëüòìåòð. Îòâåò âûðàçèòå â âîëüòàõ è îêðóãëèòå äî ñîòûõ. Âíóòðåííåå
ñîïðîòèâëåíèå áàòàðåè íå ó÷èòûâàéòå.

εR

RR

Rx R

V

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

εR

RR

Rx R

V

I

1
I

C

B

D
2
I

A

Òàê êàê ñîïðîòèâëåíèå âîëüòìåòðà áåñêîíå÷íî âåëèêî, òîê ÷åðåç íåãî íå èä¼ò è ïðè âû÷èñëåíèè òîêîâ
âîëüòìåòð ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Íàéä¼ì ñíà÷àëà òîê I , òåêóùèé ÷åðåç áàòàðåþ. Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå
öåïè ðàâíî:

R0 = R +
( x + 1 )R · 2R

( x + 1 )R + 2 R
= R

(
1 +

2x + 2
x + 3

)
=

R ( 3 x + 5 )
x + 3

Äëÿ òîêà ïîëó÷àåì:
I =

ε

R0
=

ε ( x + 3 )
R ( 3 x + 5 )

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 è I2 òîêè, òåêóùèå â âåòâÿõ ABC è ADC . Â óçëå A èìååì:

I1 + I2 = I

Ïðèðàâíèâàÿ íàïðÿæåíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A è C , ïîëó÷àåì:

I1 ( x + 1 )R = I2 · 2R → I2 =
I1 ( x + 1 )

2

Èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íàõîäèì òîêè I1 è I2:

I1 +
I1 ( x + 1 )

2
= I → I1 =

2 I

x + 3
=

2 ε

R ( 3 x + 5 )
, I2 =

ε ( x + 1 )
R ( 3x + 5 )
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Òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ íà ñîïðîòèâëåíèè xR , ðàâíà:

P = I2
1 xR =

4 ε2x

R ( 3 x + 5 )2

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå:

P =
4 ε2

3R
· 3x + 5− 5

( 3x + 5 )2
=

4 ε2

3R

(
1

3x + 5
− 5

( 3 x + 5 )2

)

Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ y :
y =

1
3x + 5

Ìîùíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òð¼õ÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåìåííîé:

P =
4 ε2

3R
· ( y − 5 y2 )

Ìàêñèìóì ìîùíîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè y = 1/10 . Íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x :

1
3x + 5

=
1
10

→ 3x + 5 = 10 → x =
5
3

Âû÷èñëèì òîêè I1 è I2 ïðè ýòîì çíà÷åíèè x :

I1 =
ε

5R
, I2 =

4 ε

15R

Íàïðÿæåíèå íà âîëüòìåòðå âûðàçèì ÷åðåç ïîòåíöèàëû òî÷åê B, C è D :

V = ϕD − ϕB = ϕD − ϕC + ϕC − ϕB

Ñ ó÷¼òîì íàïðàâëåíèé òîêîâ èìååì:

ϕD − ϕC = I2R , ϕC − ϕB = −I1R

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
V = ( I2 − I1 ) R =

ε

15
= 0, 53 Â

Îòâåò :
V =

ε

15
= 0, 53 Â
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11.3/2. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç áàòàðåè ñ ýäñ ε , èäåàëüíîãî âîëüòìåòðà, äâóõ ñîïðîòèâëåíèé
R , îäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ 3R è äâóõ ïåðåìåííûõ ñîïðîòèâëåíèé xR . Ìíîæèòåëü x ïîäîáðàí òàê,
÷òî íàïðÿæåíèå íà âîëüòìåòðå V = ε/7 . Íàéäèòå îòíîøåíèå k ñóììàðíîé òåïëîâîé ìîùíîñòè P ,
âûäåëÿþùåéñÿ íà ñîïðîòèâëåíèÿõ xR , ê ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå ýòîé ìîùíîñòè Pm : k = P/Pm .
Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ. Âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå áàòàðåè íå ó÷èòûâàéòå.

εR

3RR

x Rx R

V

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

εR

3RR

x Rx R

V

I

1
I

C

B

D
2
I

A

Òàê êàê ñîïðîòèâëåíèå âîëüòìåòðà áåñêîíå÷íî âåëèêî, òîê ÷åðåç íåãî íå èä¼ò è ïðè âû÷èñëåíèè òîêîâ
âîëüòìåòð ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Íàéä¼ì ñíà÷àëà òîê I , òåêóùèé ÷åðåç áàòàðåþ. Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå
öåïè ðàâíî:

R0 = R +
2xR · 4R

2xR + 4 R
= R

(
1 +

4x

x + 2

)
=

R ( 5 x + 2 )
x + 2

Äëÿ òîêà ïîëó÷àåì:
I =

ε

R0
=

ε ( x + 2 )
R ( 5 x + 2 )

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 è I2 òîêè, òåêóùèå â âåòâÿõ ABC è ADC . Â óçëå A èìååì:

I1 + I2 = I

Ïðèðàâíèâàÿ íàïðÿæåíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A è C , ïîëó÷àåì:

I1 · 2 xR = I2 · 4R → I2 =
I1 x

2

Èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íàõîäèì òîêè I1 è I2:

I1 +
I1 x

2
= I → I1 =

2 I

x + 2
=

2 ε

R ( 5 x + 2 )
, I2 =

ε x

R ( 5x + 2 )
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Ñóììàðíàÿ òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ íà ñîïðîòèâëåíèÿõ xR , ðàâíà:

P = 2 I2
1 xR =

8 ε2x

R ( 5 x + 2 )2

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå:

P =
8 ε2

5R
· 5x + 2− 2

( 5x + 2 )2
=

8 ε2

5R

(
1

5x + 2
− 2

( 5 x + 2 )2

)

Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ y :
y =

1
5x + 2

Ìîùíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òð¼õ÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåìåííîé:

P =
8 ε2

5R
· ( y − 2 y2 )

Ìàêñèìóì ìîùíîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè ym = 1/4 . Ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ðàâíà:

Pm =
8 ε2

5R

(
1
4
− 2

16

)
=

ε2

5R

Íàïðÿæåíèå íà âîëüòìåòðå âûðàçèì ÷åðåç ïîòåíöèàëû òî÷åê A, B è D :

V = ϕD − ϕB = ϕD − ϕA + ϕA − ϕB

Ñ ó÷¼òîì íàïðàâëåíèé òîêîâ èìååì:

ϕD − ϕA = −I2R , ϕA − ϕB = I1 · xR

Ïîëó÷àåì:
V = ( I1x− I2 ) R =

ε x

5x + 2
Íàéä¼ì çíà÷åíèå x , ïðè êîòîðîì V = ε/7 :

ε x

5x + 2
=

ε

7
→ 7x = 5x + 2 → x = 1

Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ìîùíîñòè ðàâíî:

P =
8 ε2

5R

(
1
7
− 2

49

)
=

8 ε2

49R

Äëÿ îòíîøåíèÿ ìîùíîñòåé ïîëó÷àåì:

k =
P

Pm
=

40
49

= 0, 82

Îòâåò :
k =

40
49

= 0, 82
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11.4/1. Îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîñòîÿííûõ è îäíîðîäíûõ ýëåêòðè÷åñêîì è
ìàãíèòíîì ïîëÿõ. Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E = 20 êÂ/ì , èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B =
0, 01 Òë , âåêòîðû −→

E è −→B ñîíàïðàâëåíû. Â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñîñòàâëÿåò
óãîë α = 30◦ ñ âåêòîðîì −→

E . Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå V0 ýòîé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöà
âåðí¼òñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. Îòâåò âûðàçèòå â âèäå áåçðàçìåðíîãî îòíîøåíèÿ V0 /c , îêðóãë¼ííîãî
äî òûñÿ÷íûõ; c = 3 · 108 ì/ñ � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

α

z

0
V
→

E
→

B
→

x

y

Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êå, èç êîòîðîé íà÷àëà äâèãàòüñÿ ÷àñòèöà; îñü z íàïðàâèì âäîëü âåêòîðà−→
E . Äâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì:

maz = −qE → az = −qE

m
→ z = V0 cosα · t +

az t2

2
= V0 cosα · t− qE t2

2m

Çäåñü az � z�êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû, m è (−q) � å¼ ìàññà è çàðÿä. Ïîëàãàÿ z = 0 , íàõîäèì
âðåìÿ τ , çà êîòîðîå ÷àñòèöà âåðí¼òñÿ â ïëîñêîñòü x y :

0 = V0 cosα · τ − qE τ2

2m
→ τ =

2mV0 cosα

qE

Äâèæåíèå â ïëîñêîñòè x y , ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðàì −→
E è −→

B , ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ñèëû
Ëîðåíöà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè. Íàéä¼ì å¼ ðàäèóñ R è ïåðèîä
îáðàùåíèÿ T . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèëà Ëîðåíöà ðàâíà

Fë = qV⊥B ,

ãäå V⊥ = V0 sinα � ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïîëó÷àåì:

mV⊥2

R
= qV⊥B → R =

mV⊥
qB

→ T =
2π R

V⊥
=

2π m

qB

×àñòèöà âåðí¼òñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, åñëè çà âðåìÿ τ ñîâåðøèò öåëîå ÷èñëî îáîðîòîâ ïî îêðóæíîñòè:
τ

T
= n ,

n=1, 2, . . . � ÷èñëî îáîðîòîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèÿ τ è T , íàõîäèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè:

τ = nT → 2mV0 cosα

qE
=

2π m

qB
· n → V0 =

π E n

B cosα

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè n = 1 (îäèí îáîðîò çà âðåìÿ τ ):

V0 =
πE

B cosα
→ V0

c
=

πE

cB cosα
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Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

V0

c
=

π · 2 · 104

3 · 108 · 10−2 · (√3/2)
=

4 π

3
√

3
· 10−2 = 0, 024

Îòâåò:
V0

c
=

πE

cB cosα
= 0, 024
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11.4/2. Ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîñòîÿííûõ è îäíîðîäíûõ ýëåêòðè÷åñêîì è
ìàãíèòíîì ïîëÿõ. Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E = 15 êÂ/ì , âåêòîð èíäóêöèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ −→B íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî −→E . Â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ñêîðîñòü ÷àñòèöû V0 = 5 · 106ì/ñ
ñîñòàâëÿåò óãîë α = 45◦ ñ âåêòîðîì −→

B . Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïðè êîòîðîì ÷àñòèöà âåðí¼òñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. Îòâåò âûðàçèòå â åäèíèöàõ ÑÈ è îêðóãëèòå äî
òûñÿ÷íûõ.

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

α

z

0
V
→

E
→

B
→

x

y

Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êå, èç êîòîðîé íà÷àëà äâèãàòüñÿ ÷àñòèöà; îñü z íàïðàâèì âäîëü âåêòîðà−→
B (ïðîòèâ −→E ) . Äâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì:

maz = −qE → az = −qE

m
→ z = V0 cosα · t +

az t2

2
= V0 cosα · t− qE t2

2m

Çäåñü az � z�êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû, m è q � å¼ ìàññà è çàðÿä. Ïîëàãàÿ z = 0 , íàõîäèì âðåìÿ
τ , çà êîòîðîå ÷àñòèöà âåðí¼òñÿ â ïëîñêîñòü x y :

0 = V0 cosα · τ − qE τ2

2m
→ τ =

2mV0 cosα

qE

Äâèæåíèå â ïëîñêîñòè x y , ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðàì −→
E è −→

B , ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ñèëû
Ëîðåíöà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè. Íàéä¼ì å¼ ðàäèóñ R è ïåðèîä
îáðàùåíèÿ T . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèëà Ëîðåíöà ðàâíà

Fë = qV⊥B ,

ãäå V⊥ = V0 sinα � ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïîëó÷àåì:

mV⊥2

R
= qV⊥B → R =

mV⊥
qB

→ T =
2π R

V⊥
=

2π m

qB

×àñòèöà âåðí¼òñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, åñëè çà âðåìÿ τ ñîâåðøèò öåëîå ÷èñëî îáîðîòîâ ïî îêðóæíîñòè:
τ

T
= n ,

n=1, 2, . . . � ÷èñëî îáîðîòîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèÿ τ è T , íàõîäèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èíäóêöèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

τ = nT → 2mV0 cosα

qE
=

2π m

qB
· n → B =

π E n

V0 cosα

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè n = 1 (îäèí îáîðîò çà âðåìÿ τ ):

B =
πE

V0 cosα
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Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

B =
π · 15 · 103

5 · 106 · (1/
√

2)
= 3 π

√
2 · 10−3 = 0, 013 Òë

Îòâåò:
B =

πE

V0 cosα
= 0, 013 Òë
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11.5/1. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå óñòàíîâëåíà íåïîäâèæíàÿ ïîäñòàâêà, ê âåðøèíå O êîòîðîé ïðèêðåïë¼í
êîíåö æ¼ñòêîãî ñòåðæíÿ äëèíû L = 30 ñì. Ñòåðæåíü ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷êè O. Íà äðóãîì êîíöå ñòåðæíÿ çàêðåïë¼í ãðóç ìàññîé m = 0, 2 êã. Â òî÷êå
A, îòñòîÿùåé îò òî÷êè O íà ðàññòîÿíèå d = 10 ñì, ê ñòåðæíþ ïðèêðåïëåíà âåðòèêàëüíàÿ ïðóæèíà
æ¼ñòêîñòüþ k = 400 í/ì. Äðóãîé êîíåö ïðóæèíû çàêðåïë¼í íà ñòîëå. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïðóæèíà
ñæàòà è ñòåðæåíü ðàñïîëîæåí ãîðèçîíòàëüíî. Íàéäèòå ïåðèîä T ìàëûõ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíÿ ñ ãðóçîì îêîëî ýòîãî ïîëîæåíèÿ. Îòâåò âûðàçèòå â ñåêóíäàõ è îêðóãëèòå äî ñîòûõ. Ìàññû
ñòåðæíÿ è ïðóæèíû íå ó÷èòûâàéòå, ãðóç ñ÷èòàéòå ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé.

g
→

m

AO

k

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

g
→

1
x

AO

xϕ

d

Íàéä¼ì ñíà÷àëà âåëè÷èíó x0 ñæàòèÿ ïðóæèíû â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ïðèðàâíèâàÿ ìîìåíòû ñèëû
òÿæåñòè è ñèëû óïðóãîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O , ïîëó÷àåì:

mg L = k x0d → x0 =
mg L

k d

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæåíü âûâåëè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåáîëüøèì òîë÷êîì âíèç. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà ïîëó÷èëè íåêîòîðóþ ýíåðãèþ E , êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè. Ïóñòü â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè t ñòåðæåíü îòêëîíèëñÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà ìàëûé óãîë ϕ . Ïðè ýòîì ãðóç
ïåðåìåñòèëñÿ âíèç ïî äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà L . Äëÿ ìàëûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ ýòó äóãó ìîæíî
ñ÷èòàòü âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì. Îáîçíà÷èì åãî äëèíó ÷åðåç x . Òî÷íî òàêæå òî÷êà A ïåðåìåñòèëàñü
âíèç íà ðàññòîÿíèå x1 . Íàéä¼ì ñâÿçü x è x1 , çàïèñàâ ÷åðåç íèõ óãîë îòêëîíåíèÿ:

ϕ =
x

L
, ϕ =

x1

d
→ x

L
=

x1

d
→ x1 =

x d

L

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ñêîðîñòü ãðóçà â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëîæåíèè. Äëÿ ýíåðãèè èìååì:

E =
mV 2

2
+

k ( x0 + x1 )2

2
−mg x

Çäåñü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãðóçà â ïîëå òÿæåñòè ïðèíÿòà çà íóëü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ðàñêðûâàÿ
ñêîáêè è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ x0 è x1 , ïîëó÷àåì:

E =
mV 2

2
+

k x2
0

2
+ k x0x1 +

k x2
1

2
−mg x =

m V 2

2
+

k x2
0

2
+

k d2x2

2L2

Ëèíåéíûå ïî x ñëàãàåìûå â ýòîì âûðàæåíèè âûïàëè.
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Ïóñòü çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ãðóçà ïîëó÷èëè ïðèðàùåíèÿ ∆x è
∆V . Äëÿ ýíåðãèè â ìîìåíò t + ∆t èìååì:

E =
m ( V + ∆V )2

2
+

k x2
0

2
+

k d2 ( x + ∆x )2

2 L2

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷àåì:

m ( V + ∆V )2

2
+

k x2
0

2
+

k d2 ( x + ∆x )2

2L2
=

mV 2

2
+

k x2
0

2
+

k d2x2

2 L2

m

2
· ( 2 V ∆V + (∆V )2 ) +

k d2

2L2
· ( 2 x∆x + (∆x)2 ) = 0

mV ∆V

(
1 +

∆V

2V

)
+

k d2 x∆x

L2

(
1 +

∆x

2x

)
= 0

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà ∆t :

mV · ∆V

∆t
·
(

1 +
∆V

2V

)
+

k d2 x

L2
· ∆x

∆t
·
(

1 +
∆x

2x

)
= 0

Ïðè ∆t → 0 èìååì:
∆V

∆t
→ a ,

∆x

∆t
→ V ,

∆V

2V
→ 0 ,

∆x

2x
→ 0

Çäåñü a � óñêîðåíèå ãðóçà. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

mV a +
k d2 x

L2
V = 0 → a +

k d2

mL2
x = 0

Ýòî óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω ðàâíà:

ω2 =
k d2

mL2
→ ω =

d

L

√
k

m

Ïåðèîä êîëåáàíèé:
T =

2π

ω
=

2πL

d

√
m

k

Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:
T =

2π · 0, 3
0, 1

√
0, 2
400

= 0, 42 ñ

Îòâåò:
T =

2πL

d

√
m

k
= 0, 42 ñ
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11.5/2. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ïîëó óñòàíîâëåíà íåïîäâèæíàÿ ïîäñòàâêà, ê âåðøèíå O êîòîðîé ïðèêðåïë¼í
êîíåö æ¼ñòêîãî ñòåðæíÿ äëèíû L = 35 ñì. Ñòåðæåíü ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷êè O. Äðóãîé êîíåö ñòåðæíÿ ïðèêðåïë¼í ê ïîòîëêó âåðòèêàëüíîé ïðóæèíîé
æ¼ñòêîñòüþ k = 50 í/ì. Â òî÷êå A, îòñòîÿùåé îò òî÷êè O íà ðàññòîÿíèå d = 25 ñì, ê ñòåðæíþ
ïðèêðåïëåí ãðóç ìàññîé m = 0, 3 êã. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïðóæèíà ðàñòÿíóòà è ñòåðæåíü ðàñïîëîæåí
ãîðèçîíòàëüíî. Íàéäèòå ïåðèîä T ìàëûõ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ ãðóçîì îêîëî ýòîãî
ïîëîæåíèÿ. Îòâåò âûðàçèòå â ñåêóíäàõ è îêðóãëèòå äî ñîòûõ. Ìàññû ñòåðæíÿ è ïðóæèíû íå ó÷èòûâàéòå,
ãðóç ñ÷èòàéòå ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé.

g
→

k

m

O
A

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

g
→

O A

1
xx

ϕ

d

Íàéä¼ì ñíà÷àëà âåëè÷èíó x0 óäëèíåíèÿ ïðóæèíû â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ïðèðàâíèâàÿ ìîìåíòû
ñèëû òÿæåñòè è ñèëû óïðóãîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O , ïîëó÷àåì:

mg d = k x0L → x0 =
mg d

k L

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæåíü âûâåëè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåáîëüøèì òîë÷êîì âíèç. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà ïîëó÷èëè íåêîòîðóþ ýíåðãèþ E , êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè. Ïóñòü â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè t ñòåðæåíü îòêëîíèëñÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà ìàëûé óãîë ϕ . Ïðè ýòîì ãðóç
ïåðåìåñòèëñÿ âíèç ïî äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà d . Äëÿ ìàëûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ ýòó äóãó ìîæíî
ñ÷èòàòü âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì. Îáîçíà÷èì åãî äëèíó ÷åðåç x . Òî÷íî òàêæå ïðàâûé êîíåö ñòåðæíÿ,
ê êîòîðîìó ïðèêðåïëåíà ïðóæèíà, ïåðåìåñòèëñÿ âíèç íà ðàññòîÿíèå x1 . Íàéä¼ì ñâÿçü x è x1 , çàïèñàâ
÷åðåç íèõ óãîë îòêëîíåíèÿ:

ϕ =
x

d
, ϕ =

x1

L
→ x

d
=

x1

L
→ x1 =

xL

d

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ñêîðîñòü ãðóçà â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëîæåíèè. Äëÿ ýíåðãèè èìååì:

E =
mV 2

2
+

k ( x0 + x1 )2

2
−mg x

Çäåñü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãðóçà â ïîëå òÿæåñòè ïðèíÿòà çà íóëü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ðàñêðûâàÿ
ñêîáêè è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ x0 è x1 , ïîëó÷àåì:

E =
mV 2

2
+

k x2
0

2
+ k x0x1 +

k x2
1

2
−mg x =

mV 2

2
+

k x2
0

2
+

k L2x2

2 d2
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Ëèíåéíûå ïî x ñëàãàåìûå â ýòîì âûðàæåíèè âûïàëè.
Ïóñòü çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ãðóçà ïîëó÷èëè ïðèðàùåíèÿ ∆x è

∆V . Äëÿ ýíåðãèè â ìîìåíò t + ∆t èìååì:

E =
m (V + ∆V )2

2
+

k x2
0

2
+

k L2 (x + ∆x )2

2 d2

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷àåì:

m ( V + ∆V )2

2
+

k x2
0

2
+

k L2 ( x + ∆x )2

2 d2
=

mV 2

2
+

k x2
0

2
+

k L2x2

2 d2

m

2
· ( 2V ∆V + (∆V )2 ) +

k L2

2 d2
· ( 2 x∆x + (∆x)2 ) = 0

mV ∆V

(
1 +

∆V

2 V

)
+

k L2 x∆x

d2

(
1 +

∆x

2x

)
= 0

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà ∆t :

mV · ∆V

∆t
·
(

1 +
∆V

2V

)
+

k L2 x

d2
· ∆x

∆t
·
(

1 +
∆x

2x

)
= 0

Ïðè ∆t → 0 èìååì:
∆V

∆t
→ a ,

∆x

∆t
→ V ,

∆V

2V
→ 0 ,

∆x

2x
→ 0

Çäåñü a � óñêîðåíèå ãðóçà. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

mV a +
k L2 x

d2
V = 0 → a +

k L2

md2
x = 0

Ýòî óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω ðàâíà:

ω2 =
k L2

md2
→ ω =

L

d

√
k

m

Ïåðèîä êîëåáàíèé:
T =

2π

ω
=

2πd

L

√
m

k

Ïîäñòàâèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:
T =

2π · 0, 25
0, 35

√
0, 3
50

= 0, 35 ñ

Îòâåò:
T =

2πd

L

√
m

k
= 0, 35 ñ

20



11.6/1. Äåéòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøåå ÿäðî, ñîñòîÿùåå èç ïðîòîíà è íåéòðîíà. Ïóñòü
â ðåçóëüòàòå íåóïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ α-÷àñòèöû ñ íåïîäâèæíûì äåéòðîíîì α-÷àñòèöà ïðîäîëæàåò
äâèãàòüñÿ â ïðåæíåì íàïðàâëåíèè, à ïðîòîí è íåéòðîí, âõîäèâøèå â ñîñòàâ äåéòðîíà, ðàçëåòàþòñÿ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïîä óãëîì β = 60◦ ê íåìó (êàæäàÿ ÷àñòèöà � ïðîòîí
è íåéòðîí � äâèæåòñÿ ïîä óãëîì β ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ α-÷àñòèöû). Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå K íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè α-÷àñòèöû, ïðè êîòîðîì òàêîé ïðîöåññ ðàçðåø¼í çàêîíàìè
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà. Îòâåò âûðàçèòå â âèäå îòíîøåíèÿ x = K/E , ãäå E � ýíåðãèÿ
ñâÿçè äåéòðîíà (ýòî ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçðóøèòü
äåéòðîí è âûñâîáîäèòü ïðîòîí è íåéòðîí). Ñ÷èòàéòå, ÷òî ìàññà α-÷àñòèöû â 4 ðàçà áîëüøå ìàññû
ïðîòîíà, à ìàññû ïðîòîíà è íåéòðîíà îäèíàêîâû.

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

y

x

0
P
→

1
P
→

α d

p

n

2
P
→

3
P
→

α β

β

Íà ðèñóíêå áóêâàìè α , d , p è n îáîçíà÷åíû α-÷àñòèöà, äåéòðîí, ïðîòîí è íåéòðîí. Ïóñòü −→P0 è −→P1 �
íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé èìïóëüñû α-÷àñòèöû, −→P2 è −→P3 � èìïóëüñû ïðîòîíà è íåéòðîíà. Ìàññó ïðîòîíà
îáîçíà÷èì ÷åðåç m ; ìàññà α-÷àñòèöû ðàâíà 4m . Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

−→
P0 = −→

P1 +−→
P2 +−→

P3

Íàïðàâèì îñü x íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü âåêòîðà −→P0 , îñü y � â ïåðïåíäèêóëÿðíîì
íàïðàâëåíèè. Â ïðîåêöèÿõ íà îñè èìååì:

P2 sinβ = P3 sinβ → P2 = P3 ,

P0 = P1 + P2 cosβ + P3 cosβ = P1 + 2 P2 cosβ → P1 = P0 − 2P2 cosβ

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

P 2
0

8m
=

P 2
1

8m
+ 2 · P 2

2

2m
+ E → P 2

0 = P 2
1 + 8 P 2

2 + 8 mE

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ P1 , ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ èìïóëüñà P2 :

P 2
0 = ( P0 − 2P2 cosβ )2 + 8 P 2

2 + 8 mE ,

P 2
0 = P 2

0 − 4P0 P2 cosβ + 4 P 2
2 cos2 β + 8 P 2

2 + 8m E ,

( 2 + cos2 β ) P 2
2 − P0 cosβ P2 + 2 m E = 0

Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ðàâåí:

D = P 2
0 cos2 β − 4 ( 2 + cos2 β ) · 2mE

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ:

D ≥ 0 → P 2
0 ≥

8mE ( 2 + cos2 β )
cos2 β
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Äëÿ íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè α-÷àñòèöû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

K =
P 2

0

8m
≥ E ( 2 + cos2 β )

cos2 β

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

K =
E ( 2 + cos2 β )

cos2 β

Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ K/E :

x =
K

E
=

2 + cos2 β

cos2 β
=

2
cos2 β

+ 1 = 2 ( tg2β + 1 ) + 1 = 2 tg2β + 3

Ïðè β = 60◦ ïîëó÷àåì:
x = 2 · 3 + 3 = 9

Îòâåò:
x = 2 tg2β + 3 = 9
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11.6/2. Äåéòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøåå ÿäðî, ñîñòîÿùåå èç ïðîòîíà è íåéòðîíà. Ïóñòü
â ðåçóëüòàòå íåóïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ α-÷àñòèöû ñ íåïîäâèæíûì äåéòðîíîì α-÷àñòèöà ïðîäîëæàåò
äâèãàòüñÿ â ïðåæíåì íàïðàâëåíèè, à ïðîòîí è íåéòðîí, âõîäèâøèå â ñîñòàâ äåéòðîíà, ðàçëåòàþòñÿ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïîä óãëîì β ê íåìó (êàæäàÿ ÷àñòèöà � ïðîòîí è íåéòðîí
� äâèæåòñÿ ïîä óãëîì β ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ α-÷àñòèöû). Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
çíà÷åíèå óãëà β, ñîâìåñòèìîå ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà. Èçâåñòíî îòíîøåíèå x
íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K α-÷àñòèöû ê ýíåðãèè ñâÿçè äåéòðîíà E : x = K/E = 4 (ýíåðãèÿ
ñâÿçè - ýòî ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçðóøèòü äåéòðîí è
âûñâîáîäèòü ïðîòîí è íåéòðîí). Îòâåò âûðàçèòå â ãðàäóñàõ è îêðóãëèòå äî öåëîãî çíà÷åíèÿ. Ñ÷èòàéòå,
÷òî ìàññà α-÷àñòèöû â 4 ðàçà áîëüøå ìàññû ïðîòîíà, à ìàññû ïðîòîíà è íåéòðîíà îäèíàêîâû.

Âîçìîæíîå ðåøåíèå

y

x

0
P
→

1
P
→

α d

p

n

2
P
→

3
P
→

α β

β

Íà ðèñóíêå áóêâàìè α , d , p è n îáîçíà÷åíû α-÷àñòèöà, äåéòðîí, ïðîòîí è íåéòðîí. Ïóñòü −→P0 è −→P1 �
íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé èìïóëüñû α-÷àñòèöû, −→P2 è −→P3 � èìïóëüñû ïðîòîíà è íåéòðîíà. Ìàññó ïðîòîíà
îáîçíà÷èì ÷åðåç m ; ìàññà α-÷àñòèöû ðàâíà 4m . Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

−→
P0 = −→

P1 +−→
P2 +−→

P3

Íàïðàâèì îñü x íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü âåêòîðà −→P0 , îñü y � â ïåðïåíäèêóëÿðíîì
íàïðàâëåíèè. Â ïðîåêöèÿõ íà îñè èìååì:

P2 sinβ = P3 sinβ → P2 = P3 ,

P0 = P1 + P2 cosβ + P3 cosβ = P1 + 2 P2 cosβ → P1 = P0 − 2P2 cosβ

Òàê êàê P1 < P0 , èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî cosβ > 0 .
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

P 2
0

8m
=

P 2
1

8m
+ 2 · P 2

2

2m
+ E → P 2

0 = P 2
1 + 8 P 2

2 + 8 mE

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ P1 , ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ èìïóëüñà P2 :

P 2
0 = ( P0 − 2P2 cosβ )2 + 8 P 2

2 + 8 mE ,

P 2
0 = P 2

0 − 4P0 P2 cosβ + 4 P 2
2 cos2 β + 8 P 2

2 + 8m E ,

( 2 + cos2 β ) P 2
2 − P0 cosβ P2 + 2 m E = 0

Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ðàâåí:

D = P 2
0 cos2 β − 4 ( 2 + cos2 β ) · 2mE

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ÷åðåç îòíîøåíèå x :

x =
K

E
=

P 2
0

8 mE
→ D = 8 mE ( ( x− 1 ) cos2 β − 2 )
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Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà óãîë β :

D ≥ 0 → ( x− 1 ) cos2 β − 2 ≥ 0 → cos2 β ≥ 2
x− 1

Òàê êàê cosβ > 0 , òî:

cosβ ≥
√

2
x− 1

→ β ≤ arccos

√
2

x− 1

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå β ðàâíî:

β = arccos

√
2

x− 1

Ïðè x = 4 ïîëó÷àåì:
β = arccos

√
2
3

= 35◦

Îòâåò:
β = arccos

√
2

x− 1
= 35◦
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